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Registro das aulas e exercicios sugeridos

1. Segunda-feira, 4 de margo de 2024

Apresentacdao do docente, das monitoras e dos alunos que quiseram falar. Apresentacido do curso, das
formas de avaliacdo e do trabalho de monitoria. Vejam também o arquivo em pdf “Informacées sobre o

curso” colocado no sistema edisciplinas.

2. Terga-feira, 5 de marcgo de 2024

O curso de céalculo diferencial e integral consiste principalmente no estudo das propriedades bésicas das
fungoes de uma varidvel real que assumem valores reais. Centrais no curso serdo os conceitos de derivada e

integral.

Estes conceitos foram inventados por Gottfried Leibniz e Isaac Newton no final do século XVII, depois
de um longo caminho de estudos e tentativas, feitos a partir da metade do século anterior.

A derivada e a integral respondem ao problemas, respectivamente, do céalculo das tangentes a uma curva

e da area de uma regiao do plano.
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Os dois problemas ocuparam os estudos dos fil6sofos e dos matematicos da antiquidade (naquelas épocas,
nao tinha separacao nos estudos das vérias disciplinas). Depois de periodos de profunda crise da matématica
ao longo dos séculos centrais do primeiro milénio, devido a fatores histéricos, a matematica ocidental voltou
a crescer entre o VIII e o XIII século, a época de ouro da civilisagdo arabe. Em seguida, um fator crucial
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para o desenvolvimento das pesquisas a partir de 1500 na Europa foi a invencdo da imprensa por Johannes
Gutenberg em 1455.1

A construgao de derivada e integral por Leibniz e Newton tinha uma particularidade curiosa: o método
levava a resultados corretos, mas matemdaticamente era errado. Em particular, eram usados nimeros in-
finitésimos que nao se sabia bem o que queriam dizer. Nao eram zero, mas... o que eram? Em outras
palavras, os resultados eram corretos, obtidos com métodos que continham erro. Mesmo com o problema
da validade teérica da construcao, as novas noc¢oes de derivada e integral levaram a grandes resultados no
século de 1700. Apareceram claramente conceitos como velocidade, tangente a uma curva, area, taxa de
variacdo. Foram finalmente abordados e resolvidos problemas fisicos até entdo inalcangaveis. Os nomes
de Johann Bernoulli, Jakob Bernoulli, Leonhard Euler, Joseph Louis Lagrange, Carl Friedrich Gauss, entre
outros, protagonizaram cem anos de descobertas sensacionais. O comeco da revolucao industrial, geralmente
colocado a partir de 1750 na Inglaterra, tem muito a ver com isso.

A ambiguidade da construgao de Leibniz e Newton foi finalmente enfrentada no comego do século de 1800
por Augustin Cauchy. Em 1821 ele publicou o livro Cours d’Analyse - uma espécie de Guidorizzi daquela
época -, em que ele resumia suas aulas. No livro, Cauchy introduziu um conceito novo: o limite. Usando
o limite, as definicbes de derivada integral puderam ser enunciadas cooretamente, sem as ambiguidades
de Newton e Leibniz. Cauchy operou uma escolha que poderiamos definir “muito radical”; eliminando
drasticamente os nimeros infinitesimos que desde entdao foram “banidos” da matematica.

A nocao de numero infinitesimo foi exilada, mas nao cancelada. O mateméatico Abraham Robinson,
que nasceu alemao e viveu em varios paises, publicou em 1960 o livro Nonstandar Analysis. Nesta obra a
andlise matematica é completamente reformulada. A construcdo de derivada e integral é dada recuperando
os numeros infinitésimos, desta vez definidos rigorosamente. Assim, Robinson néo precisa da introducao e
do uso do conceito de limite. Na andlise ndo standard todos os resultados do célculo diferencial continuam
valendo e s@o redemonstrados. A invencdo deste tipo de abordagem ao calculo diferencial é ndo menos
extraordinaria daquela baseada no conceito de limite, que historicamente se consolidou. K. Goedel acreditava
que este tipo de matemadtica ia substituir a abordagem tradicional (eliminando portanto o conceito de
limite). Esta previsdo nao se realizou, por enquanto. Seria interessante investigar porque. Eu ndo tenho
conhecimento dos debates sobre a questao.

Depois do trabalho de Cauchy, um matematico que apesar da sua curta vida deu uma grande contribuigao
para o célculo diferencial foi Bernard Riemann que sistematizou a definicad de integral com uma abordagem
de ainda hoje leva o nome dele.

E importante, para concluir esta breve e muito incompleta introducéo, mencionar Karl Weierstrass (1815-
1897), que foi o matematico considerado o “pai da moderna anélise matemética”. Com a tnica exce¢ao do
Teorema da funcao implicita, do final do século XIX, os cursos de analise matematicas atuais coincidem com
o curso elaborado por Weiestrass na sua carreira de professor.

Portanto, voltando ao nosso curso, a parte inicial serd dedicada & introdugdo do conceito de funcio,
junto com algumas propriedades basicas. Em seguida, sera enfrentado o conceito de limite, que carrega
um certo grau de dificuldade. Gragas ao limite, serd possivel definir corretamente os conceitos de funcao
continua, de derivada e de integral de uma fung¢éo, com as relativas aplicagos.

Formas de impressdo mecanicas eram realizadas na China bem antes, a partir do ano 1000, mais ou menos.
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Antes de entrar no coragao do curso, que comeca pelo conceito de funcdo, lembramos algumas nocoes
bésicas de légica elementar, teoria dos conjuntos, niimeros reais.

I. Légica elementar. Uma demonstragdo em matatatica é uma operagao complicada e delicada. Demon-

strar uma proposigdo (o um teorema, que é a mesma coisa) significa verificar que
a partir de uma hipotese A seque uma tese B.

Com uma notacdo matematica,

A =— B.

Um exemplo nao dificil é dado pela seguinte proposi¢ao.
PROPOSICAO 1. Se x > 5, entdo x> > 20.

Demonstracgao. Os nimeros reais (dos quais iremos falar na préxima aula, sucintamente) sdo infinitos.
Imagine que estejam todos dentro de uma sacola gigante. Eu preciso provar que, se eu pegar um nimero
x > 5, entdo deve ser x2 > 20. Ao mesmo tempo, se eu pegar um nimero x < 5, estou considerando um
x que ndo respeita a hipétese, ndo interessa investigar sobre 2, pois a hipéthese ndo estd contemplada.
Poderfamos objetar: ok, mas 4,5 é menor de 5 e ao mesmo tempo (4, 5)% = 20,25 é maior de 20. Tudo bem,
mas ¢é irrelevante aos fins do teorema. O teorema estd dizendo que para todos os infinitos nimeros = que
sa0 maiores ou iguais a 5, o quadrado deles é maior o igual a 20. O teorema nao estd dizendo nada (nao
estd se “comprometendo”) sobre os niimeros que nao respeitam a hipéthese A.

Dito isso, vamos demonstrando o teorema. Pego um genérico x que seja > 5. Sendo x > 0, multiplico os
dois lados de x > 5 por x, obtendo x-x > 5-x. Esta é uma propriedade basica dos ntimeros reais. Cuidado:
é falsa se eu multiplico os lados de uma desigualdade a > b por um nimero ¢ < 0. Ai temos ac < bc. Nao
esquecam disso quando irdo enfrentar inequacoes.

Agora, multiplico os dois lados de = > 5 por 5 que é positivo e mantenho a desigualdade: -5 > 5-5.
Juntando, temos 22 > 5z > 25 > 20 e o teorema ¢é provado. O

Exercicio 1. Estude a proposcio seguinte: Se x < 5, entio 2 < 20. E como dizer: (ndo A) implica
(ndo B), onde A e B s@o os da proposicao acima. Diga se esta proposicao é verdadeira o falsa. Como se faz
para provar que uma proposicao é falsa?

Exercicio 2. Prove a proposcio seguinte: Se 22 < 20 entdo x < 5. E como dizer: (ndo B) implica (néo

A). Observe que esta proposicao é idéntica & proposigdo 1, somente escrita com uma outra linguagem.
TEOREMA 2. Se amanhd chover, irei levar o guardachuva.

O dia seguinte podem se verificar quatro situacoes:

chove levo o guardachuva
chove ndo levo o guardachuva
ndo chove levo o guardachuva
ndo chove ndo levo o guardachuva

Se acontecer a primeira situagdo, o teorema é verdadeiro, porque da hipdtese segue a tese. No segundo
caso, o teorema é falso, porque da hipdtese ndo segue a tese. Caso se verifiquem a terceira ou a quarta

situacao, o teorema é verdadeiro. Porque aquilo que é importante nao é se eu levo ou nao o guardachuva,
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mas se a hipétese provoca a tese. Se hipdtese ndo é verificada, a tese estd liberada de qualquer obrigacao.
Em outras palavras, o seguinte é um teorema substancialmente diferente do teorema 2.

TEOREMA 3. Amanhda irei levar o guardachuva.

Agora, fica claro entender se o teorema acima é verdadeiro ou falso (dependendo do meu comportamento
amanha). No primeiro teorema, mais dificil, ndo se trata de provar se B é verdadeira, mas se A
implica B. A diferenca é profunda.

Exercicio 3. Observe os dois teoremas seguintes e comente se eles dizem as mesmas coisas (ou seja, se
sao verificados nos mesmos casos). Teorema 1: Se Maria joga, nosso time de futebol ganha. Teorema 2:

Se Maria nao joga, nosso time de futebol ndo ganha.

Exercicio 4. Escreva a negacao da frase seguinte: Antonio e José sdo altos acima de Imt e 80.

II. Nocgoes basicas de teoria dos conjuntos. O conceito de conjunto serd pensado como conceito
primitivo, ou seja, um conjunto € uma colegdo de elementos. Nao iremos aprofundar a teoria dos conjuntos.
Essa maneira de tratar os conjuntos nao é correta, mas é pratica e ao nivel dos nossos objetivos funciona.
Quero somente deixar para vocés a observacao seguinte: imaginem o conjunto formado pela turma de vocés.
Depois imaginem o conjunto de todas as turmas da USP. A turma de vocés é ao mesmo tempo um conjunto
e um elemento de um outro conjunto. E assim podemos continuar: o conjunto de todas as turmas da USP é
um elemento do conjunto que contém, como elementos, o conjunto de todas as turmas da USP, da UFABC,

da UNICAMP. Este tltimo conjunto possui portanto trés elementos. Parece tudo tranquilo, mas considere
o conjunto de todos os conjuntos.

Este conjunto ndo existe. Sua definicdo leva a uma contradigdo ndo resolvivel. Leiam por exemplo este

texto. O problema é tamém conhecido como Paradoxo de Bertrand Russell.

Se A é um conjunto e a é um elemento de A escrevemos a € A. Por exemplo 1 € Ne 1/2 ¢ Z.

DEFINICAO 4. Dados dois conjuntos A e B, dizemos que A é contido em B se cada elemento de A é um
elemento de B. Usamos também a expressao A é um subconjunto de B, com o simbolo A C B.

Por exemplo o conjunto dos alunos do curso de MAT2453 é um subconjunto dos alunos da USP. E
importante saber que todo conjunto possui um subconjunto abstrato, que ndo contém elementos e é chamado
conjunto vazio. E denotado pelo simbolo 0.

Atencdo ao exemplo seguinte que coloco para esclarecer o uso correto dos conceitos acima: o nimero 1
nao é um subconjunto de N, pois é um elemento de N. Existe ao mesmo tempo o conjunto formado pelo
nimero 1, denotado por {1}. Este sim é um subconjunto de N. Portanto é correto dizer que 1 e {1} s@o
duas “entidades” diferentes.

Exercicio 5. Seja dado o conjunto {1,2,3}. Determine explicitamente todos seus subconjuntos.

Exercicio 6. Seja dado o conjunto {1,2,3,{1},{2,4}}. Determine explicitamente todos seus subcon-

juntos e todos seus elementos.
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3. Quinta-feira, 7 de marco de 2024

DEFINICAO 5. Dados dois conjuntos A e B, definimos

interes¢io de A e B: é o conjunto ANB={zr:x€ Aex € B}

unido de A e B: ¢ o conjunto AUB={z:2€ Aouzx e B}
diferenga: ¢é o conjunto A\B={z:x€Aex ¢ B}

Do ponto de vista da notagdo, {z : * € A ez € B} significa o conjunto dos elementos x tais que x
pertence a A e x pertence a B

Exercicio 7. Prove as propriedades distributivas: dados trés conjuntos A, B e C,
1) Au(BNC)=(AUB)Nn(AUCQC),
2) AN(BUC)=(ANnB)U((ANnCQO),

e as Leis de De Morgan: dados trés conjuntos A, B e C' contidos num conjunto U,

3) Cu(AUB) =CyANCyB,
4) CU(AQB) =CyAUCyB.

Nos itens 3) e 4) acima o simbolo Cyy A (pego ele como exemplo para todos os outros) denota o conjunto
dos elementos que estdo em U, e ndo estdo em A. Cy A é chamado complementar de A em U.

Muito importante: o que significa provar que dois conjuntos E e F' sdo iguais? Significa provar que
possuem exatamente os mesmos elementos. A defini¢do, colocada desta forma, pode ser um pouco ambigua.
De fato, definimos E =Fse EC Fe F CE.

Assim, o método para provar que FF = F é o seguinte: primeiramente, se deve-se provar que cada
elemento de F é também um elemento de F. Depois, deve-se provar que cada elemento de F' é também um
elemento de E. Desta forma, no primeiro passo se prova que E C F', no segundo que F' C E. A consequéncia
éE=F.

Em sala de aula foi provado o item 1 do exercicio anterior. Vamos ver os detalhes. Chame S = AU(BNC)
eT=(AUB)N(AUC).

Passo 1: queremos provar que S C T. Seja xz € S fixado. Temos dois casos: x € Aouz € BNC. No
primeiro caso, hd x € AUB ez € AUC (pois x pertence a A). Assim, claramente x € (AU B) N (AU C),
ou seja, x € T. No segundo caso x € Bex € C. Portanto z € AUB e x € AU C e, consequentemente,
x € (AUB)N(AUC), ouseja, x € T. Desta forma o passo 1 é completado.

Passo 2: se trata de prova que T' C S. Seja z € T fixado. Vamos agora pensar no conjunto A e sua
relacdo com z. Fica ébvio que temos dois casos que se excluem: no primeiro, x € A, no segundo = ¢ A. Se
x € A, claramente x € S e ndo temos nada mais a dizer. Se z ¢ A, sendo que x € T, temos = € B e x € C}
portanto x € BN C o que implica que = € BN C, portanto, x € S. O exercicio é completamente resolvido.

Exercicio 8. Escreva a unido e a intersecao dos conjuntos A e B da lista seguinte. Diga se vale A C B
ou B C A. Determine A\B e B\A.



O conjunto A\B — chamado diferen¢a entre A e B — é definido como o conjunto dos elementos que
pertencem a A e nao pertencem a B. E um conceito diverso do conceito de complementar. Aqui nao é
necessariario assumir que B esteja contido em A.

1. A=(0,1), B=1[0,1] 2. A= (—0,0), B=[1,5|
3A—{27" eN} B—{L eN}

S DY R At PR

4. A=(0,2)U(3,4), B=12,3] 5. A=(-3,0], B=[-2,2)

Nos exercicios acima, estamos considerando alguns “intervalos” de niimeros reais. Os intervalos serdo
logo apresentados. Contudo, o leitor que ndo conhece a definicdo de intervalo, pode pular os relativos itens
do exercicio. De qualquer forma, por exemplo, o intervalo [—2,2) é o conjunto dos nimeros reais = tais
que —2 < x < 2. Isso explica o uso dos colchetes “[” e “)” e deveria também permitir a compreensao dos
outros intervalos. O intervalo (—o0,0) é o conjunto dos nimeros reais x estritamente menores de 0. O uso

do simbolo —oo é somente para este significado. Lembre: —oo nao é um nimero (ndo no nosso curso).

Exercicio 9. Invente alguns pares de conjuntos A e B e responda as mesmas questoes do exercicio 8.

O sistema numérico que serd utilizado no curso serd o conjunto dos ntimeros reais, R é o simbolo. Um
numero real é definido como um alinhamento decimal, limitado ou ndo, periédico ou nao, com sinal. O
leitor podera usar também as operacoes conhecidas de soma o produto nos niimeros reais, assim como a
relagdo de ordenamento que tal sistema possui, e trabalhar sem particular problema com as propriedades
algébricas das operagoes e do ordenamento, que sao geralmente conhecidas.

Nos objetivos do curso nao entram a definicdo ou a construcao aprofundadas do conjuntos dos nimeros
reais. Portanto nos limitaremos aos conceitos intuitivos e simplificados. Consideramos como conhecidos os

conjuntos

e N, dos niimeros inteiros nao negativos, incluindo zero. Nao todos os livros incluem 0 em N.

e 7. dos ntimeros inteiros negativos, positivos, incluindo zero.

e Q, dos nimeros racionais, ou seja, os quocientes do numeros inteiros, que podem ser também
representados como decimais limitados ou ilimitados periddicos.

e R\ @Q é o conjunto dos niimeros irracionais.

Em R sao definidas, como dito acima, duas operacoes, soma e produto e uma relacio de ordem ou
ordenamento. As operacoes verificam algumas propriedades importantes, que sdo bem conhecidas e que nao
vamos demonstrar. Elas sd@o as propriedades comutativa, associativa, distributiva, e as relagoes entre as
duas operagoes e o ordenamento. Veja-se os varios “intermezzo” nestas e nas préximas aulas.

O conjunto Q possui também as duas operagoes de soma e produto e a mesma relacdo de ordem. Por
isso Q foi uma base numérica para a matematica antiga de toda a adrea do Mediterrdneo, da regiao babilonés
até a India. Infelizmente a escola pitagérica descobriu que a medida da diagonal do quadrato de lado 1 nao

pode ser calculada em Q. Em outras palavras nao existe nenhum nimero em Q cujo quadrado seja 2.

PROPOSIGAO 6. Ndo existe nenhum nimero em Q cujo quadrado seja 2.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Pitagoras

Antes de propor a demonstragao, observe o seguite: seja dado um ntmero racional r = p/q, onde p, q
sdo inteiros e ¢ # 0. Se p e ¢ tém um fator comum m, podemos escrever

(2) - (o) - (3)

Se, por outro lado, p e ¢ ndo tém fatores comuns, dizemos que sdo primos entre si. Portanto, a proposicao

acima pode ser reformulada de forma equivalente. Além disso, se p e ¢ sdo dois niimeros inteiros quaisquer,

com q # 0, ha
() =)= () =)
q q —q —q
Portanto é suficiente trabalhar com nimeros positivos, reformulando a propsicido da forma seguinte.

TEOREMA 7. Sejam p,q € N, primos entre si, com q # 0. Entdo, (p/q)* # 2.

Demonstragao. Procedemos por contradigdo. Suponhamos que exista r = p/q, onde p,q sdo inteiros e
primos entre si, tal que (p/q)?> = 2. Entdo, ha p?/q¢®> = 2, ou seja, p?> = 2¢%. Isso implica que p? é par,
ou seja, contém o fator 2. Portanto, também p contém o fator 2 (prove este fato como exercicio). Assim,

podemos escrever p = 2m, onde m é inteiro. Isso implica que

4m? = 242, i.e., 2m* = q°.
Por isso, ¢° e portanto ¢ sdao pares. Mas este fato diz que p e ¢ tém um fator comum, coisa que é contraria
a hipétese inicial. E isso é contraditério. Somente resta dizer que, para todo r = p/q, onde p, ¢ sao inteiros

e primos entre si, temos (p/q)? # 2. O

4. Segunda-feira, 11 de margo de 2024 e
5. Tercga-feira, 12 de margo de 2024

O “intermezzo” seguinte é para o leitor curioso e pode ser pulado sem prejuizo na compreensao do resto.

Intermezzo 1: as propriedades de R e Q.

R e Q verificam as propriedades algébricas seguintes. Na notacgdo coloco somente R para deixar tudo mais leve.

Propriedade comutativa da soma: Ya,b € R, a +b=0b+ a;

Propriedade associativa da soma: Va,b,c € R, (a+b)+c=a+ (b+ ¢);

Existéncia do elemento neutro da soma: Va € R, a +0 = a e 0 é dito elemento neutro da soma;

Existéncia do oposto: Va € R existe um elemento de R, b, dito oposto de a, tal que a + b = 0. Este oposto b pode ser

denotado por —a e a operagdo a + (—a) = 0 pode ser escrita simplesmente a — a = 0.

Propriedade comutativa do produto: Va,b € R, ab = ba;

)

P2) Propriedade associativa do produto: Ya,b,c € R, (ab)c = a(bc);
) Ezisténcia do elemento neutro do produto: Ya € R, a-1=a e 1 é dito elemento neutro do produto;
)

Ezisténcia do inverso: Ya € R, a # 0, existe um elemento de R, b tal que a-b = 1; b é dito inverso de a e pode ser

escrito como 1/a.
A propriedade distributiva liga soma e produto:

SP) Va,b,c € R, (a+ b)c = ac+ be.



Em R é definida uma relagdo de ordem. Em geral, uma relagio de ordem em um conjunto (também chamada ordenamento)
é uma relagdo bindria, ou seja, uma lei que associa uma informagéo a cada par de elementos do conjunto. No caso da relacdo de
ordem, a cada par de elementos a e b do conjunto C' investigado o ordenamento associa a informacdo a < b, ou seja a é menor
o igual a b, ou também escrevo a da esquerda de b. O que significa na pratica? Pego um conjunto C' de trés elementos: uma
banana, uma pera, uma laranja. Defino um ordenamento em C dizendo que banana < pera, pera < laranja, laranja < banana.
Esta relagdo tem uma utilidade? N&o sabemos por enquanto.
Néo todas as relagbes bindrias sdo ordenamentos. Uma relacdo de ordem é corretamente definida, num conjunto C, se
verifica as trés propriedades seguintes:
O1) (propriedade reflexiva) a < a, para todo a € C;
02) (propriedade antisimétrica) se a < b e b < a, antdo, a = b;

03) (propriedade transitiva) se a < be b < ¢, antdo, a < c.

Voltando a R, a relacdo a < b é uma relagdo de ordem. O leitor pode verificar usando simplesmente (sem muita sofisticacdo)
o conhecimento bésico sobre “<”.

O ordenamento em R se relaciona as operagdes de soma e produto gracas as duas propriedades seguintes:

0OS) Va,b,c € R, se a < b, entdo a+c < b+ c;
OP) Va,b,c € R, con ¢ > 0, se a < b, entdo ac < be.

Exercicio 10. A OP acima é muito importante. Esquecer ela leva a erros ingénuos. Como exercicio, mostre com um o
dois exemplos que a OP é falsa se ¢ for negativo.

Exercicio 11. A relacdo acima entre pera, banana e laranja néo é de ordem.

O simbolo a < b deve ser pensado como a < b e a # b.
Exercicio 12. Dé exemplos, da vida real, de relagées de ordem e de relagdes que néo sdo de ordem.

Exercicio 13. Prove as propriedades seguintes, usando unicamente as 11 propriedades de soma produto e ordenamento,

aplicadas agora aos numeros reais e ndo somente aos racionais:

1) VaeR,a-0=0;

2) Ya €R,a>0= —a < 0 (onde —a denota o oposto de a);
3) Va,beR,sea>0¢eb<0, entdo ab < 0;

3b) Va,be R, sea>0eb>0,entdo ab > 0;

4) Va,b,c € R, se c <0, se a < b, entdo ac > bc;
Ya,b,€ R, com a >0, b >0, a < b se e somente se a® < b?.
Va,b,€ R, com a > 0,b >0, a <bse e somente se 1/a > 1/b;

nos itens 4,5,6 vale a desigualdade estrita na tese se for verificada na hipdtese?

0 3 O Ot

)
)
)
)
3c) Va,beR,sea<0eb<0,entdo ab > 0;
)
)
)
)
)

dado a € R, prove que —1 - a é o oposto de a (onde —1 denota o oposto de 1).

O que exatamente pede o exercicio acima? Parece estranho provar que a - 0 = 0, sendo que todo mundo sabe este fato.
A questdo é: prove os itens acima sem nunhuma abordagem intuitiva, mas usando como ferramenta as 11 propriedades. Dito
de outra forma: imagine que R seja um conjunto absolutamente abstrato em que existem duas operagdes chamadas soma e
produto e uma relacdo de ordem, que verificam as 11 propriedades. Assim imagine que 0 e 1 sejam dois nimeros abstratos (que
poderiam ser chamados Monica e Magali) que sdo os elementos neutros de soma e produto. Suponha também (importante) que

os elementos neutros de soma e produto seja unicos. A partir dai, faga o exercicio acima.

Voltando a R, principal diferenca entre R e Q é uma propriedade importante que R verifica e QQ ndo. Se chama propriedade ou
axioma de continuidade. Tém véarias possibilidades equivalentes para apresentar a propriedade de continuidade. Sera escolhida

uma delas, apresentada com calma na aula do dia 29.3.

Fim do intermezzo.
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O conjunto R verifica uma propriedade crucial, usualmente chamada Azioma de continuidade. Q nao

satisfaz esta propriedade. Para apresentéd-la precisamos de alguns conceitos preliminares.

DEFINICAO 8. Seja E um subconjunto de R néo vazio.
1) Um ndmero real M é dito majorante de E se x < M para todo x € E.
2

(
(2) Um nimero real m é dito minorante de E se x > m para todo = € E.

(3) Se um majorante M pertence a E, é chamado de mdzimo de E, em simbolos é max E.
(4)

(5)

4
)

Se um minorante m pertence a E, é chamado de minimo de E, em simbolos é min F.

Em outras palavras, o mdximo de um conjunto E é o elemento maior, se existe, enquanto o minimo
é o elemento menor, se existe.

(6) E é dito limitado superiormente se admite pelo menos um majorante.

(7) E ¢ dito limitado inferiormente se admite pelo menos um minorante.

(8) E ¢ dito limitado se é limitado superiormente e inferiormente.

Exercicio 14. De acordo com o item 3 da defini¢do acima, suponha que um conjunto E possua maximo.

Prove que é tnico.

Exercicio 15. Determine um ou mais majorantes e minorantes dos conjuntos abaixo. Ou, diga se alguns

conjuntos nao possuem majorantes ou minorantes.

(5,7) [—3,4+00)

[—6,2) U (2,4] (0,3] U [3,4]
ootneufurdonz) (ke
{reQ:2?<3} {%,nGN}
{%,nEN,nzl} {%,nEN,nZl}U{O}
0,051+ Y, (o]

Exercicio 16. Determine todos os pontos dos conjuntos seguintes.

1
U (1,14—}
n>1 n

Agora colocamos dois conceitos entre os mais importantes de toda a anilise matemaética.

1 1
A=t

n>1 n n

DEFINICAO 9. Se F é limitado superiormente, definimos supremo de E, sup F, o minimo dos majorantes;
se E é limitado inferiormente definimos infimo de F, inf E, o maximo dos minorantes. Se E ¢ ilimitado

superiormente escrevemos sup FF = +o0o, se E ¢ ilimitado inferiormente escrevemos inf £ = —oc.

OBSERVAGAO 10. Cuidado: 400 e —oco ndo devem ser tratados como nimeros (ainda menos como os
ntimeros maiores e menores de todos). Se trata de simbolos usados para escrever e falar com maior rapidez.
Em alguns casos, +00 e —oo podem sim ser considerados ntimeros, mas se trata de areas avancadas da

matematica, que vocés podem procurar se tiverem curiosidade, mas ndo entrardao nesse curso.
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Chegamos finalmente a propriedade que fundamenta toda a anélise mateméatica moderna.

Propriedade (ou axioma) de continuidade: um conjunto de nimeros reais, limitado superiormente

(inferiormente) admite supremo (infimo) em R.

A demonstracéo, ndo trivial, ndo é um objetivo do nosso curso.

Exercicio 17. Determine (se existirem) sup e inf de
1
A= {2——2, onde n € N, n22}.
n
Diga se A possui maximo e minimo.

Para abordar o exercicio, precisamos primeiramente observar o conjunto sem pressa e tentar entender
como é feito, pelo menos superficialmente. E intuitivo dizer que 1 é o minimo, enquanto 2 parece ser o
supremo sendo que 2 — # se aproxima de 2 quando n é muito grande. Contudo, essas conjeturas devem ser

provadas.
Comecamos pelo lado esquerdo de A. Observamos que 1 € A; de fato, se escolhemos n = 1, hi
1=2- n% =2 1% 1 é também minorante de A. Se n > 1, temos n? > 1 e portanto # < 1. Isso implica

que 2 — # > 2—1=1. Ao mesmo tempo, ndo temos minorante de A maiores de 1. De fato, seja ¢ > 1
fixado, ou seja ¢ maior de 1, onde 1 & pensado como minorante. Pode-se pensar agora que 1 é elemento
de A; portanto ¢ > 1 implica que ¢ ndo é minorante de A. Concluimos que nenhum ntmero > 1 pode ser
minorante da A, ou seja, 1 é o maximo dos minorantes e portanto é o infimo.

Observe que, dado um conjunto qualquer B, se s é minorante de B e s € B, entdo s é infimo e minimo
ao mesmo tempo. Analogamente, se S é majorante de B e S € B, entdo s é supremo e maximo ao mesmo
tempo.

Vamos agora para o “lado direito” de A. Vamos provar que 2 = sup A. Observe primeiro que 2 é
majorante de A. Isso é facil: todo elemento de A é da forma x = 2 — % que é claramente menor de 2.
Agora, queremos mostrar que 2 é o minimo dos majorantes. Ou seja, que qualquer niimero ¢ < 2 nao pode
ser majorante. Seja portanto fixado ¢ < 2. O ntmero 2 — ¢ é positivo. Sabemos que o conjunto N néo é
limitado e portanto seja @ € N tal que @ > \/% Isso implica 72 > 2%6 e portanto % < 2 —c. Assim, ha

2 — ﬁ% > ¢; esta fato significa que ¢ ndo é majorante de A. Em conclusao sup A = 2.

Observe que A possui minimo igual a 1 e ndo possui maximo. O supremo, em um certo sentido, é como

se fosse um substituto do méximo quando ele ndo existir.

Nos exercicios sobre a determinacao de supremo e infimo de conjuntos é muito 1til usar a caracterizagao

da nocao de supremo e infimo tratada no teorema aqui em baixo.

TEOREMA 11. Dado um subconjunto E de R, um numero M € o supremo de E se e somente se satisfaz
as duas propriedades segquintes:
(1) M é majorante de E,
(2) para todo € > 0, existe a € E tal que M — ¢ < a.

Observe o enunciado do teorema acima. Diversamente da Proposicdo 6, aqui ndo temos um enunciado de
tipo “A implica B”. H4 a ser provado que “A é verificado se e somente se B é”. Se trata de provar, portanto
que “A implica B” e “B implica A”. Um enunciado deste tipo é por exemplo o seguinte: um nidmero real
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2

x pertence ao intervalo aberto (—2,2) (A) se e somente se = é menor de 4. Para provar uma proposicao

deste tipo se trata de provar que
(1) A implica B,
(2) B implica A.

As duas etapas acima sao separadas. Sao, de fato, dois teoremas separados.
Exercicio 18. Escreva a demonstracao do Teorema anterior.

Exercicio 19. Escreva o enunciado e a demonstracdo do analogo teorema realtivo ao infimo de um

conjunto.

OBSERVACAO 12. Na matemaética, palavras semelhantes podem ter significados muito distantes. Um
conjunto é dito finito se possui um ntmero finito de elementos. Portanto, conjunto finito e conjunto limitado

sao duas coisas bem diferentes.

OBSERVACAO 13. Se os ntimeros irracionais néo tivessem sido descobertos e coomprendidos, nosso uni-
verso numeérico seria somente o conjunto Q. Aqui ndo seria verificada a propriedade de continuidade. Prove
este fato como exercicio e veja como esta conectado ao fato de que, por exemplo, nao existe nenhum racional

cujo quadrado seja 2.

O exercicio seguinte foi um pouco antecipado em sala de aula. Deixo aqui como curiosidade.

Exercicio 20. Imagine que vocé conheca Q mas nao os irracionais. Ou seja conhece a dificuldade do
calculo da diagonal do quadrado de lado 1. Usando o conceito di sup e inf, como poderia ser definido o
ntimero /27

Uma consequéncia da propriedade de continuidade é o seguinte importantissimo resultado, que é intu-
itivo, mas cuja demonstracdo deve ser feita. Este resultado nao foi tratado em sala de aula. Embora ele
seja valido também para o conjunto @, a demonstracdo, no caso de R pode ser obtida como consequéncia

do axioma da continuidade. Vamos somente dar o enunciado sem demonstracao.

TEOREMA 14. (Propriedade — ou Axioma — de Arquimédes.) Dados dois nimeros positivos a e

b, existe um inteiro N tal que a - N > b.

Exercicio 21. Determine o supremo e o infimo dos conjuntos seguintes e, se existem, o méximo e o

minimo
(2,3) [0, +00)
[_57 1) U (L 4] (07 3] U [37 5]
1 1 1 1
e VI C e
{reQ: 2% <2} {nle,neN}

1 1
{—,neN,nZl} {—,neN,nZl}U{O}
n n
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OBSERVAGAO 15. O leitor que ja conhece o conceito de limite poderia perguntar (e em sala de aula as
vezes acontece) se é possivel abordar alguns desses exercicios usando o conceito de limite. A resposta é:
absolutamente nao. A razdo é a seguinte: se eu digo que por exemplo no caso dos dois ultimos itens do

exercicio 21 lim,_,~ 1/n = 0, a objegao é imediata: qual é a defini¢ao de limite? e porque lim,, o, 1/n = 07
A demonstracdo da validade do limite acima é, de fato, filha da resolucdo do exercicio pela defini¢do de
majorante/minorante, supremo/infimo. Usar o limite seria como usar um fato A para provar o mesmo .4

(circulo vicioso).

Exercicio 22. (a) O leitor prove, como feito em sala de aula, que ndo existe nenhum nimero racional
cujo quadrado é 2 (ou seja, refaga autonomamente a demonstragéo). (b) Prove que que nédo existe nenhum
nimero racional cujo quadrado é 3.

Exercicio 23. Suponhamos de trabalhar somente em Q, ou seja, suponhamos que R nao exista. Seja
A={reQ:x>0eax?>2}. Prove que inf A nio existe.

Exercicio 24. Sejam a,b € R, a < b. Prove que entre a e b existem pelo menos um ntimero racional e um
numero irracional. O significado do exercicio é observar que entre dois niimeros reais, distintos mas “muito
préximos” (apesar do fato de que “muito préximos” nao é claro o que significa) temos infinitos irracionais e

infinitos racionais.

Exercicio 25. Prove que, dados dois niimeros racionais r e s a soma r + s, é racional. Usando este
simples fato, prove que, se 1 € Q e a € Q, a + r ndo é racional. Se a e b sdo irracionais, que podemos dizer
sobre a soma deles? E sempre irracional?

Observacgao final. A construgdo dos niimeros reais, que tem em Georg Cantor e Richard Dedekind seus
maiores, mas nao unicos, protagonistas, pode ser feita de duas formas: a via construtiva e a via axiomatica.
A via construtiva parte da definicio dos nimeros naturais, tudo menos que facil?, se estende aos inteiros
relativos, depois aos racionais e termina com os reais com a dificil tarefa de definir rigorosamente os nameros
que “tampam os infinitos buracos” deixados por Q que nio sabe resolver a equacdo 22 = 2 e muitas muitas
outras.

Alguns exercicios sobre os temas tratados até agora.
Exercicio 26. Escreva a negacgdo das frases seguintes (ndo é importante se elas sdo verdadeiras ou
falsas):

a). Para todo x existe y tal que para todo z temos x + y = z.
b). Existe x tal que para todo y ha 32 > x ou existe z tal que = < z.
c¢). Para todo z que verifica 2 > 2 existe y tal que para todo z ha y? < z + 2.

O exercicio acima é importante porque ajuda a ter mais confianga com os processos logicos. Quando se
tratard de provar que um limite ndo existe ou uma funcao é descontinua, serd muitas vezes necessario negar

a definicdo de limite ou a de continuidade.

Exercicio 27. Dados os pares A, B, de conjuntos em baixo, determine AU B, AN B, A\ Be B\ A.

2Veja—se, em particular o trabalho de Giuseppe Peano.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
https://pt.wikipedia.org/wiki/Richard_Dedekind
https://en.wikipedia.org/wiki/Natural_number
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1. 0,2  (1,3)
2. (—OO, 3]» (—ms 1)
3. [_1)0]- (0) 1]

Exercicio 28. Um outro tipo de relagdo em um conjunto, tdo importante quanto um (possivel) orde-
namento é uma relacdo de equivaléncia. Uma relagdo entre os elementos de um conjunto F, que podemos

denotar por a ~ b, é de equivaléncia se verifica as trés propriedades seguintes:

e Reflexiva: a ~ a,
e Simétrica: se a ~ b, entdo b ~ a,

e Transitiva: sea~beb~ c, entdo a ~ c.

Verifique se as seguintes sdo relagoes de equivaléncia em R.

zy <0 zy >0 xy >0

v? =y T >y r=y

x —y é inteiro x 4y é inteiro (14 y?) = y(1 + 2?)
v(1—y?) =y(l —2?) r-yeQ r-y¢Q

Exercicio 29. Determine supremo e infimo do conjunto seguinte:

1 2 m tei it
T € 373| 1T = gn»™M €7 inteiros positivos .
Exercicio 30. Determine supremo e infimo dos conjuntos seguintes e diga se o supremo e o infimo

pertencem aos conjuntos (neste caso seriam também maximo e minimo):

-2
{?m’ ondenEN} {—n2+22n+10, ondeneN}
2n
9 t+1
{n —on+ 3, ondenEN} ot ondet € Rt > 2
NU {—1, ondenEN} {(_1) , ondeneN}
n n

n2
{7, onde n € N}
n+3

Intermezzo 2: abordagem axiomatica para definir R

Na apéndice seguinte, fora da ementa do nosso curso (fiquem tranquilos), coloco um resumo da abordagem axiomética.
Acho que possa despertar uma curiosidade. O que é uma abordagem “axiomética”? Os nimeros reais foram construidos, até a
metade do século de 1800, de forma intuitiva. O primeiro conjunto a ser considerado é N, depois foram colocados os ntimeros
racionais positivos, presentes ji na antiguidade e, ao longo da metade do milénio passado, os nimeros racionais negativos,
obtendo Q e destacando os inteiros Z. Os irracionais causavam bastante dor de cabeca. A construcdo dos reais de forma
rigoraosa, apareceu na segunda metade do século de 1800, pelas obras, como ja dito antes, de Cantor e Dedekind.

Todavia, tem um problema: o ponto inicial, os niimeros inteiros positivos, como sdo definidos? de forma intuitiva? isso é
correto? a questdo é complexa. Uma resposta foi dada pela construcdo de Giuseppe Peano, matematico italiano do final do

século XIX. A construgao de N feita por ele é ainda objeto de discusséo.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Axiomas_de_Peano
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Uma outra abordagem é completamente diferente. Imagina um conjunto completamente abstrato, que podemos chamar
aqui de A. Em A definimos duas operagdes, soma e produto, um ordenamento e um axioma (agora sim: um axioma de verdade)

de continuidade. Existe um conjunto assim? sim, e coincide com R obtido com o método tradicional. Podemos comecar.

Na defini¢do seguinte, o leitor deve fazer um esfor¢o: “esquecer” os conhecimentos que tem sobre os nimeros e pensar no
R como num conjunto “abstrato”, encontrado aqui pela primeira vez. Ele sera definido pelas propriedades que sdo aqui dadas
como axiomas. O leitor, em outras palavras, deve imaginar que estd encontrando os nimeros (qualquer tipo de ntimero) aqui
pela primeira vez na sua vida.

Definicdo axiomatica de R. O conjunto R, dito dos "ntimeros reais”, é um conjunto onde sdo definidas duas operagoes,
soma e produto, uma rela¢io de ordem e um azxioma de continuidade. A soma é uma correspondéncia que a cada par de

elementos a e b de R associa um elemento de R, denotado pelo simbolo a + b, e que deve verificar as propriedades seguintes:

S1) Propriedade comutativa da soma: Ya,b € R, a+b=">b+ a;

S2) Propriedade associativa da soma: Ya,b,c € R, (a+b)+c=a+ (b+c);

S3) Ezisténcia do elemento neutro da soma: existe um unico elemento de R, denotado por 0, tal que, Va € R, a+0=a
e 0 é dito elemento neutro da soma;

S4) Ezisténcia do oposto: Va € R existe um elemento de R, b, dito oposto de a, tal que a + b = 0. Este oposto b pode ser
denotado por —a e a operagdo a + (—a) = 0 pode ser escrita simplesmente a — a = 0.

Analogamente, o produto é uma correspondéncia que a cada par de elementos a e b de R associa um elemento de R,

denotado pelo simbolo a - b, e que deve verificar as propriedades seguintes:

P1) Propriedade comutativa do produto: Ya,b € R, ab = ba;

P2) Propriedade associativa do produto: Ya,b,c € R, (ab)c = a(bc);

P3) Ezisténcia do elemento neutro do produto: existe um unico elemento de R, denotado por 1, tal que, Va € R, a-1=a
e 1 é dito elemento neutro do produto;

P4) Emisténcia do inverso: Ya € R, a # 0, existe um tnico elemento de R, b tal que a-b = 1; b é dito inverso de a e pode

ser escrito como 1/a.
A propriedade distributiva liga soma e produto:

SP) Va,b,c € R, (a+ b)c = ac+ be.

Em R é definida uma relagdo de ordem. Em geral, uma relagio de ordem em um conjunto (também chamada ordenamento)
é uma relacgdo bindria, ou seja, uma lei que associa uma informagédo a cada par de elementos do conjunto. No caso da relacdo
de ordem, a cada par de elementos a e b do conjunto C' investigado associa a informacdo a < b, ou seja a é menor o igual a b,
ou também escrevo a a esquerda de b. O que significa na pratica? Pego um conjunto C' de trés elementos: uma banana, uma
pera, uma laranja. Defino um ordenamento em C dizendo que banana < pera, pera < laranja, laranja < banana. Esta relacdo
tem uma utilidade? N&o sabemos por enquanto. E um ordenamento??
Néo todas as relagbes bindrias sdo ordenamentos. Uma relacdo de ordem é corretamente definida, num conjunto C, se
verifica as trés propriedades seguintes:
(1) (propriedade reflexiva) a < a, para todo a € C;
(2) (propriedade antisimétrica) se a < b e b < a, antdo, a = b;

(3) (propriedade transitiva) se a <be b < ¢, antdo, a < c.

Voltando a R, ele é um conjunto onde é definido um ordenamento que se relaciona as operagdes de soma e produto gracas

as duas propriedades seguintes:

0OS) Va,b,c € R, se a < b, entdo a+c < b+
OP) Va,b,c € R, con ¢ > 0, se a < b, entdo ac < be.

O simbolo a < b deve ser pensado como a < b e a # b.
Exercicio 31. Dé exemplos, da vida real, de relagées de ordem e de relagdes que néo sdo de ordem.

3Nio.
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Exercicio 32. Provar, usando as propriedades acima dos ntimeros reais, as propriedades seguintes:
1) VaeR,a-0=0;
2) VaeR,a>0= —a<0;
3) Va,be R, sea>0eb<0,entdo ab < 0;
3b) Va,be R, sea>0eb>0, entdo ab > 0;
3c) Va,beR,sea<0eb<0,entdo ab > 0;
) Va,b,c € R, se ¢ <0, se a<b, entdo ac > bc;
)
)
)
)

(S

Ya,b,€ R, com a >0, b >0, a <b se e somente se aZ < b>.
Va,b,€ R, com a > 0,b >0, a <bse e somente se 1/a > 1/b;

nos itens 4,5,6 vale a desigualdade estrita na tese se éverificada na hipétese?

o N O

dado a € R, prove que —1 - a é o oposto de a.

O leitor pode observar que se trata do mesmo exercicio colocado nas paginas anteriores.

O exercicio acima pode desorientar, parecendo ébvio. De fato, queremos que as propriedades acima sejam provadas sé
usando as 11 propriedades algébricas introduzidas acima em R, que deve ser pensado, como ja foi dito, como um conjunto
abstrato.

Exercicio 33. Dado um conjunto abstrato que admite as duas operacoes de soma e produto e uma relagdo de ordem tal
que as 11 propriedades acima sejam verificadas, prove que 0 e 1 sdo necessariamente diferentes. Prove que a soma e o produto
ndo podem ser a mesma operagdo. Prove que ndo podemos ter dois elementos neutros da soma e prove que ndo podemos ter

dois elementos neutros do produto. Este inteligente exercicio foi sugerido por alguns alunos do curso de Anélise Real de 2018.

Pode ser provado que Q é um conjunto onde podem ser introduzidas as operagbes de soma e produto e a relagdo de ordem

tais que as onze propriedades acima sejam verificadas. A demonstracio disso levaria um tempo.
Vamos agora introduzir o axioma de continuidade, aquilo que diz que R (se existir) ndo pode ser Q. Ou seja, se existir um
conjunto abstrato, que estamos chamando de R que admite uma soma, um produto e um ordenamento com as onze propriedades

acima e que verifica também o préximo axioma de continuidade, ele ndo pode ser Q.

DEFINIGAO 16. Dados dois ntimeros reais a e b, é dito intervalo de extremos a e b cada um dos conjuntos seguintes:
[a,b) ={z € R:a <z < b},
[a,b) ={z € R:a <z < b},
(a,b)) ={z € R:a <z <b},
(a,b) ={z eR:a <z < b}

O primeiro e o quarto dos intervalos anteriores sdo ditos rispectivamente fechado e aberto. Nao esquecemos os intervalos
[a,+00) ={z € R:z > a},
(a,400) ={x € R:z > a},
(—o0,b] ={z € R:z < b},
(—o0,b) ={x € R:z < b}.

O primeiro e o terceiro sdo fechados, enquanto o segundo e o quarto sdo abertos.

Como o leitor sabe desde os cursos de Céalculo, os simbolos 400 e —oo ndo denotam elementos do conjunto R, mas o simbolo

(—o0,b), por exemplo, denota o intervalo dos nimeros de R menores de b.

Exercicio 34. Prove que o conjunto R possui infinitos nimeros maiores de zero (que podemos chamar positivos). Use

unicamente as 11 propriedades que definem R e eventualmente consequéncias delas.

Exercicio 35. Dado qualquer b € R, prove que o intervalo (—oo, b) possui infinitos elementos.
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br_1—ar_1

2
Na igualdade anterior, o niimero 2, que aparece pela primeira vez, é definido por 2 = 141, assim como todos os nimeros inteiros

Consideramos agora uma sequéncia (infinita) de intervalos fechados, I, = [ak, bi] tais que I, C Ix—1 e by—ar =

usados para “contar” os intervalos sdo definidos como somas de 1. Observe que, acima, se o primeiro intervalo da sequéncia é
bo — ao
ok

Uma familia de intervalos I, como acima é chamada familia de intervalos encairantes.

denotado por Iy = [ao, bo] temos by — ar =

Axioma de continuidade. Dada uma sequéncia (infinita) de intervalos encaixantes I como acima, existe e é Gnico um

elemento de R que pertence a todos os I.
DEFINICAO 17. Dado a > 0, se existe um nimero real b > 0 tal que b®> = a, chamamos b de raiz quadrada de a.

Usando o axioma de continuidade poderiamos provar que cada a positivo (ou seja > 0) possui raiz quadrada. Porém a

prova sera feita depois da introdugdo das fungées continuas.
Exercicio 36. Usando as propriedades algébricas dos niimeros reais, prove que a raiz quadrada de a > 0, se existir, é unica.

O Axioma de Arquimédes pode ser nao dificilmente provado usando o Axioma de continuidade também nesta versao.

Néo tudo é resolvido. Trés problemas interessantes, que ndo tenho o tempo material agora de aprofundar, aparecem. O
primeiro é: se R for definido dessa forma abstrata, quem garante que de fato existe? Segunda questdo: posto que R exista, é
0 Unico sistema numérico que verifica os 11 axiomas algébricos e o Axioma de Continuidade? E finalmente: posto que as duas
questdes acima seja possivel dar resposta afirmativa, como eu consigo identificar em R os nimeros inteiros positivos? Se consigo
isso obtenho automaticamente Z e Q. E portanto os ntimeros irracionais. Mas como defino N? Eu poderia talvez tentar dizer
que 1 é natural (1 é identificado como neutro do produto, portanto se sabe quem ¢é). 141 é natural e continuando assim. Agora
o “continuando assim” ndo é tdo 6bvio. E todas essas perguntas sdo interessantes e ndo simples e mereceriam o tempo que eu

gostaria ter e ndo tenho para responder aqui.

Fim do intermezzo
As funcoes: definicao e propriedades basicas; as funcoes elementares.

DEFINICAO 18. Dados A e B conjuntos quaisquer, uma fungdo f : A — B é una lei que a cada elemento
de A associa um e s6 um elemento de B.

DEFINICAO 19. A se chama dominio da funcao, B é dito contradominio. O conjunto dos valores atingidos
por f se chama imagem de f, denotado por Im (f) ou f(A). Ou seja:

Im (f) ={y € B: existe x € A tal que f(x) =y}.

Im (f) é um subconjunto do contradominio (pode ser igual). Se C' C A, definimos a imagem de C por meio

de f como o conjunto

f(C)={y € B: existe x € C tal que f(z) = y}.

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano entre A e B é um novo conjunto, que denotamos pelo
simbolo A x B definido por

Ax B={(a,b):a€ A, be B}.
Agora podemos definir o grifico de f: A — B, G(f), como

{(a,b) € Ax B: f(a) = b}.
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OBSERVAGAO 20. O leitor deve perceber que a definigdo de grafico é uma definigdo técnica: um grafico
nao é um genérico desenho, mas é um conjunto, definido com precisdo e que depende de uma func¢ao dada.
Outra coisa é tentar desenhar o grafico (coisa, em principio, que pode ser interessante para entender o
comportamento de uma funcao).

6. Quinta-feira, 14 de margo de 2024

Consideramos como conhecidas pelo leitor as fungdes polinomiais e os quocientes de polindémios. Se, em
um exercicio, aparece uma funcio sem que seja denotado explicitamente o dominio, consideramos implici-
tamente que o dominio é o maior conjunto possivel onde a fungdo pode ser definida. Por exemplo, se encon-
tramos f(z) = 22, entendemos que o dominio ¢ R. Por outro lado, a notagdo g : [0,1] — R, g(x) = 22 indica
uma funcdo definida somente em [0, 1]. O leitor deve perceber que estas f e g sdo duas fungdes diferentes.

DEFINIGAO 21. (de raiz n-esima.) Dados um ndmero inteiro n > 1 e um niimero real nao negativo
x, a raiz enésima de z, em simbolos {/x, é o nimero ndo negativo y tal que y™ = .

Exercicio 37. Prove que, dado = > 0, a raiz quadrada de x é tnica (sugestdo: usar a propriedade que
liga o ordenamento e o produto, que é a propriedade que diz o seguinte: dados a,b € R, com a < b, e dado
¢ > 0, entao vale ac < be). O que significa este exercicio? Pegamos 7w por exemplo (conhecemos 7 como o
valor da area do disco de raio 1, por exemplo). Temos certeza de que existe um nimero real (e positivo) a

2 = 7?7 a resposta é sim, mas a prova nao é 6bvia. Iremos provar este fato mais para frente, usando

tal que a
propriedades das fungdes continuas. Pelo contréario, o exercicio que pede a unicidade da raiz é muito mais

simples: pede ao leitor provar que, se existem a e b reais e positivos tais que a? = b?, entdo deve ser a = b.

Vamos resumir a questao da existéncia da raiz no teorema que vem. Que serd provado, como dito no
exercicio acima, depois da introducio do conceito de fungdo continua. Entretanto, iremos usar a raiz n-ésima

aceitando sua existéncia.

TEOREMA 22. Dados um numero inteiro n > 1 e um numero real ndo negativo x, existe um numero
ndo negativo y tal que y" = x.

Gracas ao exercicio 37 e ao teorema 22, é corretamente definida a funcdo raiz nésima.

A raiz enésima de x, no caso em que n seja impar, pode ser estendida aos niimeros reais negativos. Se
n é impar e x < 0, podemos dar duas defini¢oes equivalentes: (a) a raiz enésima de = serd aquele nimero
negativo y tal que y™ = x; (b) a raiz enésima de x serd aquele ntimero negativo y obtido como y = — {/—xz,
onde o valor {/—x é obtido pela defini¢do 21 (observe que —x é positivo).

Assim a a raiz enésima de x sera uma func¢ao definida em tudo R se n for impar.

DEFINIGAO 23. Dado un niimero real a, definimos mddulo (ou valor absoluto) de a nimero nao negativo

a sea>0
la| =
—a sea<0.

Exercicio 38. Prove as desigualdades triangulares seguintes: para todos a,b € R, temos

la+bl <la|+1b],  [a—0b]=lal—1b]
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7. Segunda-feira, 18 de marcgo de 2024

As fungoes trigonométricas seno, cosseno e tangente sdo definidas intuitivamente a partir da construcao
classica que se baseia na circunferéncia de R? centrada na origem e de raio 1. Assim o dominio de senz e
cosx serd R, o dominio de tgz serd {z € R: x # k+ n/2, k € Z}. Além disso, cabe lembrar que senx e
cos x sao periddicas de periodo 27, ou seja

senz = sen (r + 2m), cosz = cos(x +2m), VreR.

A tangente é periddica de periodo m. Além disso, sempre devido & construcao geométrica que aqui néo
vamos aprofundar, é possivel provar que seno e tangente sdo impares, ou seja:

senx = —sen (—z), tgx=—tg(—z), VaeR,
equanto cosseno é par, ou seja
cosz = cos(—x), VzeR.

Sera importante lembrar os valores de seno, cosseno e tangente de alguns arcos importantes: 0, 7/6, 7/4,
/3, m/2 e os correspondentes deles nos outros quadrantes. Inclusive, as férmulas de soma (e as imediatas
consequéncias delas) serdo importantes: sen (a + b) e cos(a + b).

Concluimos lembrando a férmula mais importante de toda a trigonometria:
sen’z+cos’z =1, VreR,
que depende diretamente da definicdo de seno e cosseno.
Exercicio 39. A partir das férmulas (que o leitor provavelmente conhece)
sen (a +b) = senacosb+ senbcosa, e cos(a—b) = cosacosb— senasenb,
calcule sen (a —b) e cos(a — b).

Vamos lembrar aqui, sem dar a prova que pode ser obtida usando a ferramenta classica da geometria
euclidiana, as assim chamadas férmulas de prostaférese (que o leitor ndo precisa minimamente lembrar).
Serao utilizadas para calcular os limites das fun¢bes seno e cosseno.

x—i_ysenx_y COS X — COS ——QSenx+ysenx_y
2 9 y= 2 9

senx — seny = 2cos
Alguns exercicios.

Exercicio 40. Escrever a unido e a interse¢do do seguinte par de conjuntos A e B. Dizer se vale a
relagio A C B ou B C A. Determinar enfim A\B e B\ A.

A={zecR:y22-4>0}, B={zxcR:2%>—-4>0}.

Exercicio 41. Resolver as inequagoes seguintes.
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1. 22-22-1<0 2. 322 -2+2>0
x —2 1 24+zr—1 1
3. > 4. _ < —
z+1" -1 2 —-20+1 " 2
3 1
5 x4—1x2>7 6. 22<1
2 4 3
7. “+3<--1 8 S +1<a?-1
x x x
9. r—1<x—3 10. Vax2+2r—1>3—=x
11. Vr—-1< /z 12, |2? —4x —5|> —x
13. -z <b+x 14. | =6z +3|> —2+2

Exercicio 42. Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B. Prove que supA < supB e
inf A > inf B.

1 1
Exercicio 43. Seja A = |J A,, onde, para cada n, A, = (—1 — 2—,1 + —|. Determine supremo,
n>2 n n

infimo, e (se existem) méximo e minimo.

Concluo com um esclarecimento sobre o conceito de intervalo (ndo vou tratar na aula em detalhes).

Dados a e b reais, temos quatro tipos de intervalos de extremos a e b:
[a,b] = {x € R:a <z < b}, [a,b) ={r € R:a < x < b},
(a,b) ={x e R:a <z < b}, (a,b) ={x €eR:a <z <b}.
O primeiro é dito fechado, o quarto é dito aberto. Os intervalos ilimitados sdo os seguintes:
[a,+00) ={x € R:a <z}, (a,+0) ={z €R:a <z},
(—00,b] ={z € R: 2z < b}, (—00,b) ={z e R:z < b}.

Exercicio 44. Considere a seguinte defini¢do de intervalo: I é um intervalo de R se (e somente se)

para todo x,y € I, com x < y e para todo z tal que © < z < y, entdo z € I. Essa definicdo é equivalente a
definicdo acima, mais detalhadas, que coloca os varios casos?

Sejam duas fungbes f : A — Re g : B — R, tais que Im(f) € B. Definimos fun¢do composta
gof:A— R, afungio

(g0 f)(x) = g(f(2))-
Analogamente, se Img C A, definimos fog: B — R como (f o g)(z) = f(g(z)).

Exercicio 45. Escreva as composicoes f o g e go f das funcgdes seguintes, determinando os dominios
das funcbes obtidas.
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1. fl@)=z+% gla)=3—z 2. fx)=22, g(z)=T

3. fx) = senz, g(x) = /a? — % 4 f(x) = cosz, g(x)=a+1
5 f@)="10 ) =2-a2 6 f@)= g gla) = (ige)
=11 =2 S f@) = gle) = (Vo)
9. f(z) =2 L gy =20 10, f(z) =29, g(a)=30—1

No item 10 acima, o simbolo [z] se chama parte inteira de x e significa o maior inteiro relativo que nao
ultrapassa . Por exemplo: [4] =4, [5/2] =2, [v2] =1, [-1/3] = —1, etc.

Exercicio 46. Escreva as fungbes seguintes como composigao de fungdes. (As composigoes obtidas
podem néo ser as unicas possiveis.)

1. 22 senz? 2. 14z
2
3 :U 4. 24
2 -1

DEFINIGAO 24. Uma funcao é dita limitada (superiormente, inferiormente) se a imagem dela é limitada

(superiormente, inferiormente). Neste caso o supremo (infimo) de f, sup f (inf f) é, por defini¢do, o supremo
(infimo) de Im (f).

DEFINICAO 25. Uma fungdo f : A — B é dita injetora se, para todos a,b € A, tais que a # b, temos

f(a) # f(b). E dita sobrejetora se Im(f) = B. Se f é injetora e sobrejetora é chamada bijetora (ou
correspondéncia biunivoca).

Uma fungao injetora é também chamada inversivel. Nao interessa que seja sobrejetora.

DEFINIGAO 26. Se f: A — B é injetora, definimos a func¢io inversa de f como a fungdo g : Im (f) — A
que associa a cada y € Im (f) o tnico z € A tal que f(x) =y. A fungdo inversa é denotada, em geral, por
f~'. Em outras palavras, a funcio inversa, denotada por f~! é definida em Im (f) e verifica (fo f~!)(z) = o
para todo = € Im (f) e (f~' o f)(x) = = para todo x € A.

DEFINICAO 27. Sejam A, B dois conjuntos, e f : A — B uma func¢do dada. Dado um subconjunto C de
B, o conjunto {z € A: f(x) € C} é chamado imagem inversa de C.

OBSERVAGAO 28. Cuidado em nao fazer confusdo entre a imagem inversa (de um conjunto) que sempre

¢ um conjunto e a funcio inversa, quando existe, que é uma funcdo. A notacio nao ajuda, sendo f~! o
mesmo simbolo para os dois conceitos.

Exercicio 47. Dadas as fungoes seguintes, determine a imagem inversa dos conjuntos indicados ao lado.
Tente intuitivamente justificar a resposta.
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1. 2—x, (-10,3] 2. 22—z+3, (0,5)
3. ﬁ R 4.z —1], [0,1]
5 [1+2%, (1,4) 6. sign(z2-2), (1/2,2)

Exercicio 48. Dadas as func¢oes seguintes, onde o dominio é indicado ao lado, calcule as fungoes inversas

determinando os dominios relativos.

22 1/z sex#0
I )= (co00) 2 f(a:):{ fo o

0 se x = 0.

Alguns exemplos e observagoes.
(1) f:R — R, definida por f(z) = \/z, ndo é uma funcdo. De fato, para cada x < 0, v/ ndo existe.
(2) Pelo contrario, é bem definida a funcdo f : [0,+00) = R, f(z) = /.

(3) f:R—R, f(x) =22 Im(f) = [0, +00).
(4) f:]0,1] = R, f(z) = 2%. O dominio e a imagem desta fungao sdo diferentes dos aqueles do exemplo
anterior. Se duas funcoes tém dominios diferentes sdo duas fungdes, mesmo possuindo a mesma lei.

/2% sex #0
0 se x = 0.

(5) f:]R—HR,f(a;)—{

Esta funcdo é uma ertensio de 1/2? a tudo R. Para obter uma extensio, precisa escolher um

valor f(0). Tal valor serd necessariamente uma escolha e nao poderd, no caso acima, ser dado por
1/0.
r+3 sel<zx<3
6) f:10,4 2R, f(#) =< 22-5 se3<ax<4
-3 se z = 4.
A f acima é uma tnica fun¢do. Nao temos, em outras palavras, trés fungdes. O leitor reflita

sobre este fato. O leitor também discuta como exercicio uma afirmacdo que varias vezes se encontra

em sala de aula, “f é constante em x = 4”. Diga porque tal afirmacio ndo faz nenhum sentido.

Exercicio 49. Uma funcdo f : R — R é chamada par se f(x) = f(—z), para todo z. E chamada impar

2 +1

Exercicio 50. Complete a terceira coluna da tabela dizendo se o resultado é uma funcgéo par, impar,

se f(z) = —f(—x), para todo z. Prove que x? 4 1 é par e que é impar.

ou nenhuma da duas coisas.

[ par g par f+g? f-g7 [fog? gof?
J impar g par f+g? f-g7 [fog? gof?
f impar g impar f+g9? f-g7 fog? golf?
f impar 1/f7  f712

f par 1/f7  f 2
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Exercicio 51. A soma de duas fungoes inversiveis é inversivel? o produto? a composi¢ao?

Dada f : E — R e dado um suconjunto B de E, a fun¢do g : B — R, definida por g(x) = f(z) para
todo x € B é dita restri¢io de f em B, o simbolo é f|p.

Fung6es monétonas

DEFINIGAO 29. Dada uma fungao f: E — R:

(1) f édita crescente se, para cada x1, x9 em E, com 1 < x2, temos f(x1) < f(x2).

2

)
(3) f édita decrescente se, para cada x1, ro em E, com x; < x2, temos f(x1) > f(z2).
(4)

As fungbes acima sdo chamadas de mondtonas. Vale a pena observar que uma fungdo estritamente

f é dita estritamente crescente se para cada x1, xo em F, com x1 < s, temos f(acl) < f(afg)

f é dita estritamente decrescente se para cada x1, ro em E, com x1 < x, temos f(x1) > f(x2).

crescente é também (e obviamente) crescente. O vice-versa nao vale.

Exercicio 52. Estudar a monotonia das fungdes seguintes:
(1) f:R—R, f(z) =22

2) f P@%Rfm:

(3) f:[0,400) =R, f(z) = Vi

(4) f: (=00, )(@ZJi

(5) f[=5,—4JU[L,2], f(z) =1/=.

Exercicio 53. Desenhar intuitivamente os graficos das func¢des acima.

5

Exercicio 54. Provar que a soma e de duas fungoes crescentes é uma funcio crescente. A composicio
de duas fungoes crescentes é uma funcao crescente? E o produto?

Exercicio 55. Determine, para cada funcido seguinte, o maior dominio onde é inversivel.

1 @) = r+2 sel<a<l1 9 fz) = x? se —1<x<0
) ol 241 se2<z<3 ’ Sl z—1 sel<xr<?2

Exercicio 56. Prove que uma funciao estritamente crescente ou decrescente é inversivel. Se f: A — R

é inversivel, necessariamente é estritamente monétona? Procure exemplos.
Exercicio 57. A funcio f : R — R, definida como f(z) = 22 é inversivel?
Exercicio 58. A fun¢do f : R — R, definida como f(z) = 23 é inversivel?
Exercicio 59. A fungdo f :[-3,—2]U[0,1] — R, definida como f(z) = z? é inversivel?
Exercicio 60. A fungdo f: R — R, definida como f(z) = \/m é inversivel?
Exercicio 61. A funcio f : [0, +00) — R, definida como f(x) = V23 + x4 + 2 é inversivel?
Exercicio 62. Determine sen 2z e cos 2z em fungao de sen z e cos z (férmulas de duplicagdo). Determine

x x ~ 7 . .~
sen - € cos 5 em fungao de senzx e cosz (férmulas de divisdo).
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Exercicio 63. Provar que a tangente é periédica com periodo 7. Dica: use as formulas de duplicacao,
sabendo também que seno e cosseno sao periddicas de periodo 2.

As fungoes trigonométricas nao sao inversiveis (porque sao periédicas e portanto nao sao injetoras).
Porém, observamos por meio da construcdo geométrica das fungoes trigonométricas, feita através da cir-
cunferéncia trigonométrica, que senz é estritamente crescente em [—m/2,7/2]. Entéo, a restricio de senx
a [—7m/2,m/2] é inversivel. A sua funcdo inversa se chama arcosseno, arcsen : [—1,1] — R. A imagem de
arcsen é [—m/2,m/2].

Analogamente, cos z ¢ inversivel em [0, 7]. A sua funcao inversa se chama arcocosseno, arccos : [—1,1] —
R, com imagem [0, 7].

A tangente ¢ inversivel em (—7/2,7/2). A sua fungdo inversa se chama arcotangente, arctg : R — R, e
tem imagem (—7/2,7/2).

Yy = CcoszT

Yy = senx

graficos de f(z) = senz e f(z) = cosz.

Yy =tgg

grafico de f(z) = tgu.

Aqui em baixo os gréaficos das restri¢des inversiveis de seno, cosseno e tangente. O leitor poderia observar

que os dominios escolhidos néo sdo os Unicos onde as fungoes sao inversiveis. Seno, por exemplo, é inversivel
também em [27, 27 + 7/2]. E verdade. A escolha dos dominios acima é feita unicamente para simplificar as
contas.
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y = senz, y = cosz,
x € [-m/2,7/2] z € [0, 7]

graficos de f(x) = senx e f(x) = cosz restringidos.

y=tgx, x € (—7/2,7/2)

grafico de f(z) = tgx restringida.

Agora os graficos das fungoes trigonométricas inversas.

graficos de f(z) = arcsenz, f(x) = arccosz e f(z) = arctgx.

Exercicio 64. Considere f : [7/2,7] — R, definida por f(x) = senz. Verifique (sempre empiricamente,
trabalhando na circunferéncia trigonométrica) que é inversivel. Assim determine a inversa de f. Nao esqueca
determinar Im (f) que serd o dominio da inversa. Observe que tal inversa serd uma funcao do tipo arcsen,

mas nao poderd ser exatamente arcsen. Diga porque.
Exercicio 65. Faga o mesmo exercicio com f : [-7/2,0] — R, definida por f(x) = cosz.

Exercicio 66. Desenhe o grafico de f(z) = [2z + 1] (parte inteira).

Exercicio 67. (dificil) Desenhe o grafico de f(z) =1+ 2 { } (parte inteira).

x
1+ 22

Exercicio 68. Diga se as fungoes seguintes sao periddicas. Se sim, encontre o periodo (uma fungao f é
periédica de periodo T' € R se f(x) = f(x + T') para todo x).
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1. xcosz, 2. 6sen’z,
3. l+tgax, 4. sen(z?),
5. 4, 6. [z,

7. cosdzx, 8. sen (3x).

Exercicio 69. Diga se as fungoes seguintes sdo pares ou impares.

L 2?41, 9 senx,
x
3
T’ —x
3. — 4
1'24-1, [$]7
5. senx?, 6. cos3x.

8. Terca-feira, 19 de marcgo de 2024

Uma outra familia importante de fungoes é formada pelas poténcias com expoente ndo necessariamente
natural. Se n é inteiro, n > 1, sabemos que existe e é unica a raiz n-esima de = (veja-se o teorema 22).
Inclusive, tal raiz é tnica (exercicio 37). Portanto é definida a funcdo {/z. Se n é par, o dominio é [0, +00),
se n é impar, o dominio é R. A raiz {/x pode ser denotada pelo simbolo T

Dado um racional positivo qualquer, m/n, onde m e n sdo primos ente si, é definida a fungao /=

Vx™, cujo dominio é [0,+00) se n é par, enquanto é R se n é impar.
1

Dado um racional negativo, m/n, onde m,n € Z sao primos ente si, é definida a funcdo /= oy
o

cujo dominio é (0, +00) se n é par, enquanto é R\{0} se n é impar.

Se z é um nimero real diferente de zero, é também definida a poténcia z2° e vale 20 = 1.

Exercicio 70. Escreva em detalhes o processo resumido acima. Ou seja, a construgao das poténcias
com expoente racional a partir das poténcias com expoente inteiro e positivo, passando por: (a) a defini¢ao
da poténcia com expoente zero, (b) a definicio da poténcia com expoente inteiro negativo, (c) a defini¢ao

da poténcia com expoente racional, positivo ou negativo.

Exercicio 71. Determine para quais valores do expoente r racional a funcdo x” pode ser definida em
tudo R.

Exercicio 72. Explique quais problemas provocaria a definicio 0° = 1. Sugestao: algumas das pro-
priedades das poténcias seriam ainda satisfeitas, mas nao todas; diga por exemplo qual.

Exercicio 73. Seja a positivo, real, fixado e diferente de 1. Considere a funcao f(r) = a”, definida em
Q. Prove que

(1) f é estritamente crescente se a > 1;
(2) f é estritamente decrescente se a < 1.
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Como pode ser abordado o exercicio? Se trata de provar que, dados 1 = p/q, ro = m/n, com r; < ry e
a > 1, entdo temos a"! < a"?. Essa desigualdade se baseia na propriedade OP (ordenamento com produto).

Agora, continuando a construcao feita até agora e usando o exercicio precedente, podemos finalmente
dar a definigdo das poténcias com expoente real (de fato, irracional, porque se o expoente for racional,
acabamos de fazer a construgao). Ou seja podemos definir 27, por exemplo. O método é o seguinte. Sejam
a > 0ebeR, fixados. Suponhamos primeiramente que a seja maior de 1. Definimos

a® =sup{a”: reQer <b}.
Se for 0 < a < 1, definimos analogamente
a® =inf{a": 7€ Qer >b}.
Exercicio 74. Porque é importante o exercicio 73 para as defini¢oes acima?
Exercicio 75. Defini¢gbes muito muito parecidas poderiam ser dadas. Quais?

Podemos provar, mas é um exercicio longo e cansativo, que as poténcias com expoente real verificam as

cléssicas propriedades das poténcias, que daqui para frente serdo normalmente usadas quando for necessério.

Exercicio 76. (ndao facil.) O leitor prove que f(z) = a” (dominio = R) é:
(1) estritamente crescente se a > 1,
(2) estritamente decrescente se 0 < a < 1.

O exercicio acima, é dificil. O leitor tente explicitar as dificuldades.

Exercicio 77. Prove que, dada uma constante real «, a funcao g(z) = z* (dominio = (0, 400)) é:

(1) estritamente crescente se o > 0,
(2) estritamente decrescente se a < 0.

O exercicio acima também ¢é dificil. Fica um pouco mais acessivel se limitamos a investigagdo aos
expoentes racionais. Neste caso, ajuda comecar por uma funcio bem simples como 22 limitada a (0, 4+00).
Se trata de provar que ela crescente, usando a propriedade OP (ordenamento com produto).

Assim, deve-se provar que a inversa de uma funcao crescente também é crescente. Em particular, /=
é crescente. Um outro passo consiste em estudar crescimento ou decrescimento de z¥, quando k é inteiro
relativo. E finalmente concluir o exercicio com o caso do expoente racional. Resumindo, a propriedade OP
¢é a base de tudo e precisa somente um pouco de paciéncia.

Exercicio 78. Seja f : A — R uma fungao inversivel. Suponha que f seja estritamente crescente. Prove
que a inversa também é estritamente crescente.

Como dito acima, a fungdo exponencial a® é inversivel, onde (sempre ajuda repetir, para nao fazer
confusao) a deve ser positivo (claramente # 1) e x pode ser real qualquer, e portanto a exponencial é
definida em tudo R. A funcéo inversa se chama logaritmo. Em particular, dado a, o simbolo da inversa é
log, x que deve ser lida como “logaritmo em base a de x”. Existe um ntimero muito particular, chamado e,
que é uma constante matematica que foi destacada a partir do comeco do século de 1600, com os primeiros
estudos sobre os logaritmos, e que se tornou de enorme importancia a partir do século seguinte. Se trata



27

de um nimero transcendente, que significa que ndo pode ser raiz de nenhum polinémio com coeficientes
inteiros, e portanto irracional. Se coloca entre 2,71 e 2,72. Existem varias defini¢des equivalentes de e. A
mais famosa é provavelmente a seguinte: considere a sequéncia de nimeros racionais

1 n

<1+) , neN, n>1.

n
Qual é o comportamento da sequéncia quando n cresce? a resposta nao é tao facil. Observe o seguinte: a
base da poténcia é sempre maior de 1, mas si torna préxima de 1 enquanto n cresce. Se o expoente fosse
fixado, o resultado da poténcia tenderia a 1. Por outro lado o expoente cresce e, se a base fosse fixada,
sendo maior de 1, o resultado da poténcia tenderia a crescer indefinidamente. Em outras palavras, é como
se tivesse um conflito entre bases e expoentes. Os dois empurram em dire¢bes muito diferentes. Tem um
ponto de equilibrio? Sim.

Primeiro, pode-se provar que a sequéncia cresce estritamente enquanto n cresce (a prova nao é facil).
Segundo pode-se provar que o conjunto dos valores da sequéncia é limitado (a prova também nao é facil).
Portanto a sequéncia ndo tem méximo, mas tem supremo finito. Tal supremo é um nimero que esté entre
2 e 3 e que é chamado de e.

A funcido exponencial e* tem propriedades muito particulares, a respeito das outras exponenciais. A
inversa é denotada pelo simbolo log z, sem necessidade de escrever a base e ao lado de log.

OBSERVACAO 30. Eu uso o simbolo logx no lugar de Inx. O aluno que estd mais acostumado com o

simbolo In z, pode continuar assim sem problemas.

OBSERVACAO 31. Em sala de aula foi dada uma outra defini¢cio de e, a partir da drea de uma particular

porgao do subgrafico da fungao 1/x.

Os limites

Durante a aula foi discutida de forma intuitiva uma possivel introducdao ao conceito de limite de uma
fungdo. A seguinte é a definigdo rigorosa no caso de limite finito em um ponto.

Primeiro tipo de limite: limite finito.

DEFINIGAO 32 (limite finito). Seja I um intervalo de Re c € I. Seja f: I\ {c¢} = R uma funcao dada.
O ntmero real [ é dito limite de f(x) para x que tende a ¢, em simbolos escreve-se

lim f(x) =1,

Tr—C

se, para todo € > 0, esiste 6 > 0 tal que |f(z) —[| < € para cada x € I, tal que 0 < |z —¢| < 4.

OBSERVAGAO 33 (importante). Em todo o capitulo sobre os limites, quando dizemos, como acima, que
f é definida em I'\ {c}, ndo significa necessariamente que f é definida somente em I\ {c}, excluindo portanto
c.

Aqui fica mais préatico considerarmos f como definida pelo menos em I \ {c}. Porque esta escolha? O
conceito de limite nasce para esclarecer a ideia intuitiva de analisar o comportamento de f(z) quando
x se aproxima de um valor ¢ sem levar em conta quanto a fungao vale em ¢, nem se ela é ali
definida. Em outras palavras, este ponto ¢ pode nao pertencer ao dominio, ou pode ser que f(c) seja muito
diferente do comportamento de f(x) avaliada “nos pontos préximos de c”.
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Exercicio 79. Prove, usando a definicao 32, que os limites seguintes sao corretos. Os exercicios seguintes
sao muitos. Resolva somente um ou dois; ja é um bom resultado.

1. lim 3z =6 2. lima?=0
T—2 z—0

3. limz=3 4. lim (z2-1)= -1
z—3 z—0
1 o

5. lim — ndo éigual al 6. limz°=1
z—0 X z—1

7. lim |z| =0 8. lim [z] ndo é igual a 2.
z—0 T—2

9. lim —a22=-1 10.  lim 2?/|z| =0
rz——1 z—0

Exercicio 80. Considere a func¢ao

g(w) =

x? se<ar<?2
r+3 sex > 2.

Prove que o limite de g(x) quando z — 2 nao é 4.

9. Quinta-feira, 21 de margo de 2024

Geralmente é complicado usar a defini¢do de limite para provar que uma fungao f(z) ndo possui limite
para x — ¢, porque se trata de verificar que nenhum real [ é limite de f quando © — ¢. Um exercicio mais

simples é provar que é um certo valor considerado nao é limite de f quando x — ¢, como no exercicio 80.

Exercicio 81. Considere a funcdo f(x) = cos(1l/z), definida para todo x real e nao nulo. Estude o
comportamento dela e tente justificar intuitivamente que o limite de f(z) para x que tende a zero ndo pode
ser zero. Tente, em seguida, provar rigorosamente que, de fato, o limite néo é zero.

Exercicio 82. Pegue a frase que define o limite (na defini¢ao 32): para todo € > 0, esiste 6 > 0 tal que
|f(x)—1| < e para cada x € I, tal que 0 < |x—c| < §. Escreva a negacao légica dessa frase. A negagao logica
da frase é aquilo que serve para fazer os exercicios onde precisa provar que um certo nimero nao € limite de

uma fungdo.. Lembre que alguns exercicios das aulas anteriores trataram a negacao logica de frases.

Em uma das proximas aulas serdo apresentados os conceitos de limite lateral direito e esquerdo. Eles se

usam, entre outras coisas, para provar que um limite ndo existe.

Exercicio 83. Considere a fungio f(z) = 1/z2, definida para todo x real e nio nulo. Prove que para
todo M € R, esiste § > 0 tal que f(x) > M para cada x tal que 0 < |z| < §. Este exercicio antecipa um
outro tipo de limite que serd tratado mais para frente.

Exercicio 84.
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Exemplo: X+2, se 0<x<3 8.

f(x) = 1, se x=3

11-2x, se 3<x<5

5 O que podemos dizer sobre o limite de f(x) quando x
tende a 3?

Resposta 1: o limite é 5,
Resposta 2: o limite é 1,
Resposta 3: o limite ndo existe.

Qual é a resposta mais coerente com aquilo que foi
dito até agora?

Exercicio 85. Seja
cos(mz) se <z <1
flx) =
T sel <x <2

Prove, usando a defini¢ao de limite, que o lim,_,; f(z) ndo é 0 e prove que nao é 1. Observag¢ao: se por um
lado sabemos usar € e § a direita de 1, ou seja, quando f(x) = x, o mesmo nao conseguimos ainda fazer
a respeito de cos(mx), porque ainda nao abordamos os limites das fungées trigonométricas. Mesmo assim,

propriedades mais basicas da funcao cosseno sao suficientes para resolver o exercicio.

Se torna bastante intuitivo imaginar que, se uma funcio tem limite igual a um valor real [, quando x
tende a ¢, a mesma f nado possa ter um outro limite m # [, quando x tende ao mesmo c¢. Contudo, a

defini¢do nao diz isso. Precisa o teorema seguinte. A demonstracdo nao foi feita em sala de aula.

TEOREMA 34 (unicidade do limite). Seja f(x) uma func¢io dada. Se ela possui limite para © — ¢, ele é

unico.

Demonstragao. Suponhamos lim,_,. f(z) = [ € R. Seja agora m € R, diferente de [, tal que lim,_,. f(z) =
m. Sem perder em generalidade, suponhamos [ > m. Seja agora € > 0 menor de (I —m)/2. Por exemplo
e=(l—m)/3. Assim, [ — e > m + €. Pela definigdo de limite, valem os seguintes fatos (A) e (B):

(A) existe & > 0 tal que, para todo x € I, tal que 0 < |z — ¢| < &, temos f(z) > —«.
(B) existe 6” > 0 tal que, para todo x € I, tal que 0 < |z — ¢| < 6", temos f(z) < m +¢.
Escolhendo 6 = min{d’, 8"}, as condigoes (A) e (B) acima, sdo satisfeitas para todo x € (¢ — d,c+ ) N
I\ {c}. Consequéncia delas é
l—e< f(z) <m+e,

para os mesmos valores de x. Isso implica [ — e < m + € que é contraditéorio com a escolha inicial de e. [
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As préximas paginas sao dedicadas ao calculo dos limites de algumas das mais importantes funcoes
elementares. Comegamos pela proposicao seguinte

PROPOSIGAO 35. Seguem diretamente da definicao os limites sequintes:
lim z = ¢, lim a = a,
Tr—cC Tr—cC

onde a € a fungdo constante f(x) = a.
Exercicio 86. Prove a proposi¢do anterior usando apenas a definigdo de limite.

O seguinte resultado é uma ferramenta importante que permite obter muitos resultados. A partir dos
dois limites oferecidos pela proposicao acima e do teorema seguinte, todos os limites de polinémios e func¢oes
racionais (quocientes de polinémios) podem ser obtidos usando a algebra dos limites, com a tnica excegao
dos casos em que o limite do quociente é zero. Estes casos precisam ser tratados a parte. Veremos nas

proximas aulas.

TEOREMA 36 (algebra dos limites - formas finitas). Seja I um intervalo de R e ¢ € I dado. Sejam
frg: I\ {c} — R duas fungoes dadas. Sejam dados os limites

;Lnlcf(:z):lE]R, e limg(x) =meR.

Tr—C

Demonstragao. Vamos dar a demonstragdo do caso (1) do teorema, conforme feito em sala de aula. O
caso (2) é praticamente idéntico.
Seja e > 0 fixado.

Queremos provar que existe 0 > 0 tal que, se x € (¢ —d,c+ ) NI e x # ¢, entdo,
l+m—e< f(z)+g(x)<l+m+e.
Vamos usar as hipoteses. O niimero € > 0 acima é fixado. Entao, existem §; e do positivos tais que,
sex € (c—d1,c+0)NTex#c, entdol —e/2 < f(x) <l+¢/2, (1)
sex € (c—dy,c+d)NTex#c, entdom —e/2 < glx) <m+¢e/2. (2)

Se pegamos 6 = min{dy, d2}, entdo, as desigualdades acimas sdo ambas verificadas se x € (c—d,c+J) N1 e
T # ¢, e portanto, somando, hé

l+m—e< f(z)+g(x)<l+m+e.
]

Exercicio 87. O leitor tente replicar sozinho a demonstracdo acima. Tente explicar porque é correta a
colocagao de /2 nas (1) e (2) no lugar de . Para o caso 3 veja o exercicio 89. O 4 é um pouco mais dificil.
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Exercicio 88. O método para provar a (2) do teorema, a diferenca, é muito parecido. Pode tentar sem
particular dificuldade.

Exercicio 89. Tente verificar a férmula do teorema relativa ao limite do produto. Neste caso é bom
usar a sugestao acenada em sala da aula, ou seja, fixado € > 0, tratar

—e < f(x)g(x) —Ilm < e
—e < f(x)g(x) — flx)ym+ f(x)ym —Ilm < e

pare estudar, em seguida e separadamente

5 € € €
5 < f(x)g(z) — f(x)m < 3 ¢ 5% fl@)m —Im < 3

Exercicio 90. Calcule os limites seguintes (se existem).

2
1
1. im v 2. lim i
z—0 x4+ 1 =1 r—3
3 2
3 2
3 lim LTI 4 lim _2rTr
m—>04$2—2x+1 ;c—>42.7)2+1‘—1

Daqui para frente, no caso em que seja enfrentado o limite lim,_,. P(z) onde P é um polindémio, podemos
sempre e tranquilamente dizer que o limite vale o valor do polinémio no ponto, ou seja, P(c).

Exercicio 91. Nos trés limites seguintes (que por enquanto nao sabemos se existem) a &dlgebra dos
limites nao pode ser diretamente aplicada. Reflita sobre as dificuldades de abordar os trés casos e pense em
qual poderia ser uma saida.

- . 3x2 4+ 2 —8 V14 —1
a) lim , b) lim ————— ¢) lim ———.
z—1 ¢ —1 z——2 2 —4 x—0 €x




